Volumen und Oberflacheninhalt der Kugel 10_01

Alle Punkte (des dreidimensionalen Raums), die von einem Punkt M die gleiche
Entfernung r besitzen, liegen auf einer Kugel mit Mittelpunkt M und Radiuslénge r.

Volumen: V==rn

3

Oberflacheninhalt: A=4r’7

BogenmaR:

Winkel kdnnen im GradmaB (Vollwinkel entspricht 360 °) oder im Bogenmaf
(Vollwinkel entspricht 2r) gemessen werden. Im BogenmalB verwendet man zur
Bestimmung des Winkels die Bogenlange im zugehdrigen Einheitskreis (r = 1LE).

b a
Umrechnung: —=
2rr 360° Aﬁ

Far den Vollwinkel gilt: 360° =27

Trigonometrie: Sinus und Kosinus 10_02

Sinus, Kosinus am Einheitskreis

(Kreis mit Radius r = 1) :
—

Aus den Koordinaten des Punktes P(x|y) erhalt man

fur beliebige Winkel « die Werte sin& und cos & mit: P

xX=cos& und . \

cos o 1
/ X
Sinus- und Kosinusfunktion
Ordnet man dem Winkel « den jeweiligen Wert sina bzw. cosa zu, so erhalt man
die sin- bzw. cos-Funktion; dabei wird der Winkel & meist im Bogenmalf
verwendet und mit x bezeichnet.

fix—sinx 1 X —>COSX




Exponentialfunktion 10 03

fix—a" mit ae IR\{1} und D=IR heiBt Exponentialfunktion

- fura > 1 werden die Funktionswerte mit _
zunehmenden x Werten groBer. .

1 /o
- fir 0 < a < 1 werden die Funktionswerte yz[E] ' 3 j¥72
mit zunehmenden x Werten kleiner. '

- flr die Wertemenge gilt: W= IR"

- die x-Achse ist eine horizontale

Asymptote jeder beliebigen — -
Exponentialfunktion

- der Graph Gt schneidet die y-Achse immer in T(0|1)

Der Logarithmus 10_04

Zur Lésung folgender Gleichung a* =b benétigt man den Logarithmus.

Der Logarithmus von b zur Basis a ist diejenige Zahl, mit der man a potenzieren
muss, um b zu erhalten.

Fira, be IR und a =1 ist x=1og, b die Lésung der angegebenen Gleichung.

Steht am Logarithmus keine Basis, so ist die Basis 10 gemeint. log,,a =loga

Sonderfalle (mit b € /R\{1})
log,1=0 und log, b=1

Rechenregeln (mit 5>0;¢>0)

log, (b-c)=log, b+log,c log, (b)” =c-log, b
log, (éj =log, b—log,c log, b= log.b
c ‘" log.a




Exponentialgleichung 10_05

Gleichungen bei denen die Unbekannte nur im Exponenten auftritt, heiBen
Exponentialgleichungen.

Beispiel: 3.5 =2
nach der Umformung erhalt man:

= 3log2—log3 ~ 0,388
2log5—log?2

Die Gleichungen kénnen rechnerisch und zeichnerisch gelést werden.

Zur zeichnerischen Lésung zeichnet man den Graphen des Terms links vom ,="-
Zeichen und anschlieBend den Rechten. Der x-Wert des Schnittpunkts der beide
Graphen entspricht der gesuchten Lésung.

Lésungsstrategien:

- die Gleichung in die Form a* =b bringen und anschlieBend I6sen (10_04).

- Logarithmieren der Gleichung und anwenden der Rechenregeln.

- Umformen der Gleichung, so dass auf beiden Seiten eine Potenz mit gleicher
Basis steht, anschlieBend Exponentenvergleich durchfihren.

Exponentielles Wachstum | 10_06

Viele Wachstumsvorgénge in Natur, Technik und Wirtschaft lassen sich mithilfe
einer Exponentialfunktion (ndherungsweise) beschreiben

allgemeiner Ansatz: f:x—b-d'

exp. Wachstum exp. Abnahme
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y-Achse: WachstumsgréBe; x-Achse: Zeit

Tp: Verdoppelungszeit
Th: Halbwertszeit




Exponentielles Wachstum |l 10 _07

Zum linken Graphen:
Nach jeweils 1,75 Zeiteinheiten (Verdoppelungszeit) verdoppelt sich die
WachstumsgréBe (y-Wert).

Zum rechten Graphen:

Nach jeweils 1,66 Zeiteinheiten (Halbwertszeit) halbiert sich die
WachstumsgréBe.

Beschreibung des Ansatzes f:x—b-a'

b steht fir den Anfangswert der WachstumsgréBe (Bsp: rechter Graph b=4)
a ist der Wachstumsfaktor mit a>0 und a#1. (Bsp: rechter Graph a~0,66)

Flir a>1 nimmt die WachstumsgréBe zu: exponentielles Wachstum
Fir O<a<1 nimmt die WachstumsgréBe ab: exponentielle Abnahme

Ganzrationale Funktionen | 10 08

Ganzrationale Funktion n-ten Grads (weitere Bezeichnungen: Polynom,
Polynomfunktion):

allgemeiner Ansatz:
f(x)=a,x,+a, x, , +..ta,x, +ax +a,
mit n € INpund a, € IR\{0}

Die Zahlen an,an-1,... heiBen Koeffizienten des Polynoms.

Zur Bestimmung der Nullstellen setzt man f(x)=0.

Far die Berechnung der Nullstellen verwendet man die Polynomdivision (10_10).
Eine ganzrationale Funktion n-ten Grads hat hdchstens n verschiedene
Nullstellen. Die Funktion flasst sich mit der Kenntnis lhrer bis zu n Nullstellen
folgendermaBen darstellen: f(x)=(x—x)(x—x,) .....-(x—x,)




Ganzrationale Funktionen Il 10_09

Eigenschaften Ganzrationaler Funktionen:

Symmetrie:
- wenn fur jeden Wert von x gilt f(—x) = f(x), dann ist G

achsensymmetrisch zur y-Achse. Bsp.: f(x) = x* +2x°
- wenn fir jeden Wert von x gilt f(—x)=—-f(x), dann ist G;

punktsymmetrisch zum Ursprung. Bsp.: f(x) = x* +3x

Verhalten flir x — too:

Wird eine Funktion flr x — «ounbeschrankt gréBer, so strebt die
Funktion gegen unendlich

Beispiel: f(x)=2x"+x+1

fir x > o0 gilt f(x) —> o,
fir x > —co gilt f(x) > —oo

Polynomdivision 10_10

Bestimmung der Nullstellen ganzrationaler Funktionen:

1-ten Grads: lineare Funktion (y=mx+t)

auflésen nach x liefert mity = 0: x -
m
2-ten Grads: Quadratische Lésungsformel (Mitternachtsformel)

—b+b* —4dac

2a
Ab 3-ten Grads: Hier gibt es keine einfache Lésungsformeln. Bestimmung
der Nullstellen mittels Polynomdivision.

Xip =

Bsp.: x’ —5x"—4x+8=0

1.Schritt: Finden einer Losung durch gezieltes Probieren. (im Bsp: x, =1)
2.Schritt: Abspalten eines Linearfaktors (Polynomdivision)

(X =5x*—4x+8):(x—1)=x"—4x-8
3.Schritt: Bestimmung der tbrigen Lésungen

(im Bsp: x, =2+243; X, =2-23 )




Grenzwerte 10_11

Ganzrationale Funktionen:
Flr x — teo gilt hier stets f(x) - o oder f(x) — — (siehe 10_09)

Gebrochenrationale Funktionen:

Hier ist es mdglich, dass sich die Funktionswerte f(x) flr x — +e oder flr

x — —oo beliebig nahe an eine Zahl a annahern. Ist das der Fall, so heif}t a
Grenzwert der Funktion flr x — +c0 bzw. x — —.

Schreibweise: lim f(x) =a oder lim f(x)=a

X—>oo x

die Funktion konvergiert fiir x — + gegen den Wert a = 1, die
Annédherung erfolgt von oben

Beispiel: lim(lﬂj =0+1=1

Die Gerade mit der Gleichung y = a ist waagrechte Asymptote von G:.

Einfluss von Parametern auf den Funktionsqgraphen 10_12

Der Funktionsterm f(x) kann durch die Parameter a, b, ¢, d folgendermaBen
modifiziert werden

Verschiebung:
in x-Richtung: f,(x)=f(x—a); ae€ IR{0}
in y-Richtung: f,(x)=f(x)+b; be IR{0}

Streckung (Stauchung):
in x-Richtung: f;(x)= f(c-x); ce IR\{1}
in y-Richtung: f,(x)=d- f(x); de IR\{1}

Spiegelung:

an der x-Achse: f,(x)=—f(x)
an der y-Achse: f.(x)= f(—x)
am Ursprung: f,(x)=—f(-x)




Mehrstufige Zufallsexperimente 10_13

A und B sind zwei Ereignisse, die bei einem zusammengesetzten
Zufallsexperiment auftreten kénnen.

Dabei ist...
.. P(A) die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis A.

.. P(B) die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis B.
.. PC(An B) die Wahrscheinlichkeit das sowohl das Ereignis A, wie auch das

Ereignis B eintritt.
.. P,(B) die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses B, wenn

das Ereignis A bereits eingetreten ist.
.. P,(A) die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten des Ereignisses A, wenn

das Ereignis B bereits eingetreten ist.

P,(A), P,(B) werden als bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichnet (10_14).

Bedingte Wahrscheinlichkeit 10_14

Die Wahrscheinlichkeit, mit der das Ereignis A unter der Voraussetzung, das B
bereits eingetreten ist (Bedingung), eintritt lautet:
P(ANB)

PB(A): P(B)

Dabei muss P(B)#0 sein.
Visualisierung am Baumdiagramm:

P,(B) B P(ANB) o

22

P(B) B P(ANB) e P(B)

P.(B) B P(ANB) o

P(A) A

P.(B) B P(ANB)




Pfadregeln 10_15

Aus dem in 10_14 dargestelltem Baumdiagramm ergeben sich folgende
Pfadregeln:

(I) P(AnB)=P(A)-P,(B)
(II) P(B)=P(AnB)+P(ANB)




